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dXt = (µ(t, Xt) − λσ(t, Xt))Xtdt + σ(t, Xt)XtdBt

����� Bt �� ������	� 
������ µ �� �����	� ����� �� Xt 	�� σ �� ��� ���	������ �� Xt� λ ��
	 ���������� �������� �	���� ��� 
	���� ���� �� ���	������ ����� ��� �����	�� ���	������ �	��
(Ω,F , (Fs)t≤s≤T , P ) �� 	� �������� �� �� ��� �	�����	� ������ �	�� ����� Ω �� ��� �	�� ��
���������� ��������� C([t, T ], R)� (F0

s ) �� ��� ����	���� �����	��� �� ��� �������	�� ������ Bt(ω)�
ω ∈ Ω� P �� ������ 
�	���� �� F0

T � F �� ��� P ���
������ �� F0
T �	�� ��� �	�� �� Fs �� F0

s

��
����� ���� ��� ���� ���� �� F �

5�� �� ���� ��
�

���������� ���� • µ(t, x) − λ(t, x)σ(t, x) ∈ R 	�� σ(t, x) ≥ 0 	�� ������� �
• σ �� �!�	�� ������	��� 	�� ���� ������	��� ������ ��� �������� 
�	���� �� ��� ��
� ������

�	� [0, T ]� Du 	�� µ − λσ �� �������� ������	��� 	�� ���� ������	��� ������ Du� �� ���
���� ��������� ���� ����������� ������ ����� ������ ����� �� ���� �"������ 	���� �����
���	����

• ���� (µ(t, x) − λ(t, x)σ(t, x))x 	�� σ(t, x)x 	�� 	� 
��� 	��
�����	��� ����	� �� ������
�� ��� �	��	� �	��	����

|σ(t, x)| + |µ − λσ| ≤ M(1 +
1

x
), M ∈ R

• ��� �	�� r(t, x) �� ������� 	�� ������� �

#��
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������� �� ��� �2�%��� ����!�
 �� ��%
����(� 2�4������ 9�� �� ���� 9�: ��	 #����� 9�� �� ���� 9��(� 3��� ��� ��	������ �
 ��	�	
�� ��
� �
� µ(t, x) − λ(t, x)σ(t, x) ≥ 0� #��
 �� ��� ��
� ���� ��	�	 ��	������
 ��� ��� r(t, x)
�
 ����� ���� !�� r(t, x) ≥ 0�

#�� ������������
 �������� �
 ����

(∂t +
σ(t, x)2x2

2
∂2

x + (µ(t, x) − λσ(t, x))x∂x)F (t, x) = rF (t, x)

F (T, x) = g(x).

�� ��� 	����� t ∈ [0, T ], x ∈ R+ 
�� 2�7�%����( 
������ 6 ,����� : ��	 �;��%����( 
1���
����� �<�:� 3� ��
� �

��� ��� ��������� �������
�
=

���������� �� � #��� �$"% �� 	� 
��� �� �����
�	� ������ 	�� �� ����������� ��� �������� ��
��!����� �� �� C2,1 �� ��� �������� �� ��� ��
	���

����� �� � ��	�	 ��	������ �� ���� λ = (µ − r)/σ �� ��� ���� �� ���������� �
� ��� ������
������
 �������� �	���
 ��

(∂t +
σ(t, x)2x2

2
∂2

x + r(t, x)x∂x)F (t, x) = r(t, x)F (t, x)

F (T, x) = g(x).
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T [O(t = 3)O(t = 5)O(t = 2)]

= O(t = 2)O(t = 3)O(t = 5)



�������
��	�� ������������	 �	
 ��	���	����� � ��	��	��	� ������ ���� ����� �	
 ���� 
���	
�	� ����������� 
��

3� ��� ���
��� ��� ���� �	���� �� ��� ������
 �� 	�0���� ����
 "� �
� �� � 5����
�	�
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T [O(t)O(t′)]

= O(t)O(t′)θ(t′ − t) + O(t′)O(t)θ(t − t′)
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L =
σ(t, x)2x2

2
∂2

x + (µ − λσ)x∂x − r(t, x)

���� ��������� ����� ���������� ��� 	��� &��� ��	� ��� ��� �	�� �� ��	��� ����������� ����
������� ��

L =
σ(t, x)2x2

2
∂2

x + r(t, x)x∂x − r(t, x)

�!"#�$� ����

T [e
R T
t L(t)dt] = T [

∞X
0

(
R T

t
L(t)dt)n

n!
]

=
∞X
0

R T
t · · ·

R T
t T [L(t1)L(t2) · · · L(tn)]dt1dt2 · · · dtn

n!
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 ��� �"����3� ���� �� �+����� �� ��� �
� �� ���� �	���� ������
=

����'�# ���� ' �������� �� ��� ��	���(������ �!�	���� ���� C∞ �	�� �	��� �	�	 	�� ���� ������
	�� ���������� �� ���� ����� ��

F (t, x) = T [e
R T
t L(t)dt]F (T, x) = T [

∞X
0

(
R T
t

L(t)dt)n

n!
]g(x)

)�� ���������� �	�� �	��� �	�	 �� ����� ��� �������� �� ���������� 	��"�
	���� �� ��� ��
	��
�� ��� 	���	� ��*������	� ���	��� �� C∞ ����������

+����� 3� ����

∂tT [e
R T
t L(t)dt]F (T, x)

= ∂tT [
∞X
0

(
R T

t L(t)dt)n

n!
]g(x)

= T [−L(t)e
R T

t L(t)dt]g(x)

= −L(t)T [e
R T
t L(t)dt]g(x)
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��� �� ��� %���&( �

/� ��� ��������� �� 	�4�� δ �
 ��� �+���� %6�����( 	�0������� �� ��� 5��"�� 
���� L2([0, T ]×
Ω, dt × dx) �����	 �
 � 5��"�� �������	 �� ������ �������� ����� ��� � ��������"�� ��4����
	����
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��%&����& �� � ��� )������ ��*������	� �� 	 ��������	� F (ρ) 	� ρ �� 	 �	�	�� �	�� X �� ������
	� ��� ����	� ��������	� DF �	��������

F (ρ + h) − F (ρ) = DF (h) + o(h)

����� ρ ∈ X� h ∈ X� #��� o(h) = R(h)||h||X ����� R �� 	 ������� ��������	� �� 	 �������������
�� ��� ������ 	�� || · ||X �� ��� ���
 �� X�

#�� �+���� 6����� 	�0������� �
 	�4��	 �� ��� ����� ���� 	�4��	 "� � ����� ���������
�
�
 ��� 6����� 	�0�������

P
x dρx ∧ DFx ������ �� 
������
 �� ��� �+���� ��������� "��	��

�� ��� ������ �������	 �� ���
����� 5�� ∧ �
 ��� ��	�� � �+���� ��	��� 	�4��	 "� �����
����
������!����� �� ���
�
�3� ��
� �
� ∧ �
 ��� ������� �� ��� ���������
 ���� "�� ���
�����+�
 �� ����� 	�0���� 
� ���
 
����	 ��� ���
� ��� �����
����



�������
��	�� ������������	 �	
 ��	���	����� � ��	��	��	� ������ ���� ����� �	
 ���� 
���	
�	� ����������� 
��

'� ��� ���	 �������

3� �� ��� ��	� �� ����
����'�#  �� %$��� #�����(� '���
� ��	� ��� ��	���(������ ��������	� �� ������������ )������
��*������	��� 	�� ��	� �� �	�� ���� �����	�� ����������� �� �	�� ��	� ∆F �� ������ �������
��
�������� �� ���	���� ��
������������Z

γ
δF =

Z ρ1=r1×µ1×σ1×λ1

ρ0=r0×µ0×σ0×λ0

δF = F (ρ1) − F (ρ0) = ∆F ≥ 0

��

Z
γ

δF =

Z ρ1=r1×µ1×σ1×λ1

ρ0=r0×µ0×σ0×λ0

δF = F (ρ1) − F (ρ0) = ∆F ≤ 0

��� 	�� ρ1 �� ��� 	�� γ =< ρ0, ρ2 >� ����� ρ1 ≥ ρ0
. �� 	�� ���� �� ��� ���� ��

∂
R T
t

L
∂ρs(x)

F (s, x, ρ)|ρ∈γ =
∂L(s)

∂ρs
F (s, x, ρ)|ρ∈γ

�� �� ��� ���������� ������� ��
�������� �� ���	���� ��
�������� ������������ #��� ρs(x) =
ρ(s, x)� s ∈ [t, T ]� �� ��� ρs = ρs(x) 	� �������	��� �� ��� �	�	�� 
	������ L2([0, T ]×R+, ds×
dx)� �� ρ1 	�� ρ0 ���� ��*�� �� 	 �!�	�� ������	��� ������	�����

+����� 3� �
� ��� ������ ���
�������� �� ��� 6���������� 
�������� 3� ����

δF (t, x) = δT [e
R T
t L]F (T, x)

= T [(δ

Z T

t
L)e

R T
t L]F (T, x)

= T [(

Z T

t

∂L(s)

∂ρs
δρsds)e

R T
t L]F (T, x)

=

Z T

t
T [(

∂L(s)

∂ρs
)e

R T
t L]F (T, x)δρsds

/� ��� �"��� �� �
�	 ��� �����
��� ������� ������ �� 6����� 	��������
 
�� ���� &' ,�������
����� �� ��%��&�( �
 ���� �
 	�0���������� ��	� ��� ������� 
��� ����� �� ��� 	� 
���� ��
���� � 4���� ���
�� 
���� ��	 ��� �������	 �
 	�0������"��� ,��
�	���� ��� ��������� ������
%6�����( 	��������
 �� ����

∂F (t, x)

∂ρs
=

= T [(
∂L(s)

∂ρs
)e

R T
t L]F (T,x)

= T [e
R s
t L ∂L(s)

∂ρs
e

R T
s L]F (T, x)

= T [e
R s
t L]

∂L(s)

∂ρs
F (s, x)

#��
 ��
� �+��

��� �
 ��
����� 
��� 	�4���� � �������� 	�4���� �� ��� t �� ��	 ���� ��

∂L(s)

∂ρs
F (s, x) ≥ 0

�
∂L(s)

∂ρs
F (s, x) ≤ 0


���� ��� ������������
 �������� ��
���
 
���
 �� �������
� #��� ���
 ��
������� �� 
���
 ��
��� �
�	 ����
 �� ���"���� 12� �� 
����	 �	� �
 �"����
 �� ���� �� ��� 
�����
��� ���
���
������ �� ��� 
�������� 5���� ����� �� "���� ρs = ρ(s, x) �� ����Z

γ
δF =

Z
γ

Z T

t
T [(e

R s
t L]

∂L(s)

∂ρs
)F (s, x)dρsds ≥ 0

.	��� �� ��$�� ρ1 ≥ ρ0 ���� �� �������� !������� �� �� �������� ������ ρ1 = r1 × µ1 × σ1 × λ1
������� �� �������� !������� �� ρ0 = r0×µ0×σ0×λ0� �����! ��� ���� �! r1 ≥ r0, µ1 ≥ µ0, σ1 ≥ σ0, λ1 ≥ λ0�



� �� �� ������	
 
���

� Z
γ

δF =

Z
γ

Z T

t
T [(e

R s
t L]

∂L(s)

∂ρs
)F (s, x)dρsds ≤ 0

3� ��
� ���� ��� �����
� 
���� 	�4������

 �� ���������
 �������	 �� �� �"���� 	����� �

���������� �� 	�4������

 �� ��� ������� ��� �"���� 	�����
% #��� ��� �������	 �
 ���������

������
 "� ���������
 6����� 	�0������"������(� �

>�� ρ "� �
 �"��� � �������!����� �� � ���� �� ��� 	��� ����� ���� �� �
� ��	 ����������

���� ����� �� �����
��� 	������� % ��� ����� ���� ��� ��� ����� �� ��� ���� �
 ��"�		�"�� ��
L2 � �� ��� ������ ��
� ;�
� ���� ����� �� ����� ���������� � ���(�

����'�#  �� %$��� ������ // 12� ��
���(� '���
� ��	� F (t, x, ρ) �	������ ��� ��	���(������
�!�	����

(∂t + L(ρ))F (t, x, ρ) = 0

F (T, x, ρ) = g(x).

��� ��*����� 	�	
���� �	���� ρ� 	�� ��	� ��� 	�����	��� ���	��� L �� 	���	� ��*������	���
�� ρ� '���
� �������
��� #�������� -�. 	�� ������ /% #�������� -�- �� ��	� -% ��� ���	�����
(01 ��*����� �� 	�������� 	� x = 0 	� ���� 	� ��	� ��� �����	�� �������� �� �	������� 	� ���
�����	��� �� �	��� ����� �� ��� ��������� �� �����	���� 	�	
���� ����������

∆F = F (ρ2) − F (ρ1) ≥ 0

��

∆F = F (ρ2) − F (ρ1) ≤ 0

�� 	�� ���� ��

∂ρLF ≥ 0

��

∂ρLF ≤ 0

������������ #��� ��� �����	���� ∂ρ �� 	 ���	� 	���	� �����	�����

+����� ��"������� ��� �� ��� ������������
 ��������


(∂t + L(ρ1)F (t, x, ρ1) = 0

F (T, x, ρ1) = g(x).

��� ��� ���� ������������
 ��������

(∂t + L(ρ2))F (t, x, ρ2) = 0

F (T, x, ρ2) = g(x).

�� �"���� �� ��	���
 ��� ∆FG = (∆F )G(ρ2) + F (ρ1)∆G ��	 ��������

0 = (∂t + L(ρ1))∆F + ∆LF (ρ2)

����� ∆F 
���
4�
 ���� ��
� ����� 	��� %��� "���	�� ����� 	��� �� ��� 	�0����� "������ ���
"���	�� ����� 	��� �� ��� ��� 	�0���� ��"���
( ��� 
������� �
 ����� "� � 6����������
���
�������� %��� ����!�
 ��	 �����%����( #����� &��� �� � ��
��� �� R

n�( �


∆F = E

Z T

t
e−

R s
t r(u,Xu)du∆LF (t, Xs, ρ2)ds,

#��
 �
 
��� 
���� ��� ���Z T

t
p(t, x, s = τD)e−

R s
t r(u,x=0)∆F (s,0)ds

����
��
 ���� ����� ��� "���	�� �
 ����
� 
���� ��� �����	 ����� �
 ����� ���� �����

������	 "� 5������
�
 9�9 � ���� ��� ������� �������� �
 !�� �� ��� "���	�� ��	 ��� "���	��
�
 �"
�"����% 5�� τD �
 ��� 
������� ���� �� ������� ��� "���	�� �� x = 0�( #��
 �
 
� �� ���
4
� ��
� 
����

Xt,x = xe
R t
0 (r− σ2

2 )ds+
R t
0 σdBs

��	 ��� ���	�����
 �� ��
 ������"����� �� 5������
�
 9�9 ���� ���� ��� �+��������� �
 4���� ����
�

���� ����� X �= 0 ����
� 
����� #�� 
����	 ��
� ���� �"
�"��� "���	�� ����
 ���� ∆F = 0


���� ∆g(x = 0) = 0� #��
 �� ���� �� ���
 6���������� ���
�������� �� ������	� 
�7������
"� ��������� /� �
 �� �
 ����

��� ���� (∆L)F = (∆ρ ∂L

∂ρ
)F + O((∆ρ)2)� /� �
 ������ �� ���� ����



�������
��	�� ������������	 �	
 ��	���	����� � ��	��	��	� ������ ���� ����� �	
 ���� 
���	
�	� ����������� 
��

��� �� ��� O((∆ρ)2) 	������� � �������� �� � "���	�	 �������� �� ρ�
���� ���� ��� �"����

�������� (∆ρ)2 ��� "� ��������	 "� ��� 5�	���	 ������� /� �� ���
 ����
� � ��� 
���� ∆ρ
���� ��
 supp∆ρ ⊂ OSS ���� @�� 	�����
 ��� 
�� ���� @�� 	�����
 ��� ����
��� 
��� 
�� ��
∂ρLF �� �"���� � ∆F �� ��� ����
��� 
��� "� �������� �� ��� 6���������� ���
��������� #��

��� ������ ���� �� OSS �
 ��� ��� ����� 
�� ����� �� �� 	���� �

�!"#�$�  ��� (�� ρs = σ(s, x)��� ��	� �� 	�� �"��� ��� ��
	����� ������� ��
������	� 	�	
�
����� 	�� 	�� ����� �� 	�� γ �� �����	���� ���	��������� '���
� �� 	�� ��	���� ���� 	 ��	���
���������� "� ����

(∂ρsL(s, x))F (s, x) = σx2∂2
xF (s, x)

����� �� ������� ��
�������� �� 	�� ���� �� ∂2
xF ≥ 0� ��� ��	� ��� �����	�� �� �����" 	�� ��	�

���	����� �!�	���� �������� �����"���� #��� �� �
������� 	���
�� ��� �����	�� �� �� C2� ��
#	�	
	�� ���� ��������� �� ��� ��	���(������ �!�	���� �� �	�� ��	� 	��"�
	���� 	 �����"
�����	�� �������� �� C∞ ��������� �� ���� 	��"�
	�� ��� �������� 	�����	���� ����� #���� ���� ��
���� ��� 	�����	�� �����" �����	�� ��������� �������� �� �����"��� �� ��� ��	���(������ �!�	�����
(�� ��� 	������� ��� ���� �� #	�	
	�� ������������� �� ��� ��	���(������ �!�	�����

#��
 �� ���� �� ��� �"��� �+����� �� ���� ����	 ��� ��������� ������

����'�#  � � '���
� ��	� �� 	�� ����� ��� ��	���(������ �!�	���� ��� 	 ��	��� ����������
	���� 	�� ����� 	�� ��
� �������� �	��� 	�� ���	��������� ���� �� ��� ��	�� (������ ��������	�
�� ������������ )������ ��*�����	��� �� �	�� ��	� �� �� �����	���� �� ���	������ �� 	�� ���� �� ���
�����	�� �������� �� �����" 	�� ��� ��	���(������ �!�	���� �������� �����"����

#��
 �� 	������ ���� ��� �������

��'�$$"'�  ��� '���
� ��	� �� 	�� ����� ��� ��	���(������ �!�	���� ��� 	 ��	��� ����������
	���� 	�� ����� 	�� ��
� �������� ���	�������� 	�� ���� ��
� �������� �	���� ���� �� ��� ��	��
(������ ��������	� �� ������������ )������ ��*������	��� �� �	�� ��	� �� �� �����	���� �� ���	������
�� 	�� ���� �� ��� �����	�� �������� �� �����"�

+����� #��� ��� ������������
 �������� ��
���
 �����+��� �� 	�������
��� ���
 �
 ���� ������
�

@� ���� �� ��� ������� �"��� �
 
����� ���� ��� �
���� 3� 	� ��� ���� �� �+����� �� ���

������� 
���� �� �
 ���� ����� �� ���	 
�� ���� ������ �� ���%����(�

��(#����&  ��� �� 	���
� ���������� �������� �� ��� ,	�� ������
 � ��	� 	�� ��	���
(������ ��������	�� �� �������� 	�� ������������ )������ ��*������	��� �� ��	� �� 	����� '� 	�
	�����	���� ���� �� ��� ,	�� ������
 �� �� 
	� 	���
� ��	� ��� ��*������	� ���	��� �����	����
��� ��	���(������ �!�	���� �� ��*������	��� ����� ρ�

��(#����&  ��� �� ��	�� 	��� 	��	�� 	���
� ��	� �� 	�� ��	���� ���� �������� �!�	�� �����
��	��� ������	����� �� ��� 	�	
���� ��������� ���� �� ��� ,	�� ������
 �� 2�� 
�����������
������� ���� ���� 	�� ���� ��� 	�	
���� ��������� ��*�� �� ���� 	 $������� ��
��������%
�������� �!�	�� ������	��� ��������� #������� ���� �� ��� ,	�� ������
 �� ���� �� ��� 	 ����
���	�� 	���
�����

*� �������
��	� �� 
�� ���	 �������

3� "���� ���� � ������

��##" )��� '���
� ��	� �� 	�� �������� 	� ����� �� 	 ��	��� 	���� ���� ��
� 	�� �����
�������� �	�� r = r(t, x) 	�� ���	������ σ = σ(t, x) 	�� ���������� �����	�� �������� g� '���
�
��3����� ���������� ��� #	�	
	�� ���������� 	� ����� �� ��� 	����"� '���
� 	��� #��������
-�/� -�- 	�� -�.� ���� �� 	��� �	��

(x∂x − 1)F ≤ 0

�� �!���	���� ��
(x∂x − 1)g ≤ 0


�	�� �� ��� ����� �� ������������� ��� ��� �����	� �	�� �� 	 ���������� �����	��� ��� �����
����	��� 	��� ������ 	�	�� �� ��� ����� �� �������������4

(x∂x − 1)F ≥ 0



� �� �� ������	
 
���

�� �!���	���� ��
(x∂x − 1)g ≥ 0

+����� 8

��� 4
� 
����� ���7�����
 �� ��� ������
�����
 12�� >������ �� ���� �� ��� ������
������
 ���������� ���� ��� 
��� �� ��� �+��

��� (x∂x−1)g �
 ���
���	 �� ��	 ���� �� (x∂x−1)Lg
�
 ����� ��
����� � �������� 
���	�4����� �� �
��� 
���	�	 ����������� �������
 �� ����"�

�� 	�0������� ������
 �� ���

(x∂x − 1)Lg = [x∂x − 1,L]g + L(x∂x − 1)g

=
x∂xσ2

2
x2∂2

xg + (x∂xr)(x∂x − 1)g + L(x∂x − 1)g.

5����� ������ x2∂2
x = x∂x(x∂x − 1) �� ���

(x∂x − 1)Lg = [x∂x − 1,L]g + L(x∂x − 1)g

= (
x∂xσ2

2
x∂x + x∂xr)(x∂x − 1)g + L(x∂x − 1)g

= (
x∂xσ2

2
x∂x + (x∂xr) + L)(x∂x − 1)g

= K(x∂x − 1)g

����� K �
 �"����
�� �� �������� ������ ��� 	�0�
��� �� �������
 ��
���
 
���
 ����� ��
�� 	��� ������ 
�7������� �� ��� 5�	���	 ������ �� ��� ����+����� ��� 
������� ��
���������
 ���7�����
 "� 
�������
 �������	 "� ����+������� 
����� ���7�����
 ����� �� ��
����+������� 
������� �� 
������ ���7�����
 �� ��� limFn = F �������� ��	 (x∂x −1)Fn ≥ 0
� (x∂x−1)Fn ≤ 0 ���	
 ���
 �� �� 	��� 
���� ����� lim(x∂x−1)Fn ≥ 0 � lim(x∂x−1)Fn ≤ 0 
��� ��� ����� �
 �������
�� A���

��� �� ��� ���� ���	 �
 �"����
 �� ���� �� ���� g �
 ��� �
�������
�� F �� ���� t = T � �

�!"#�$� )��� ' �	�� ���� ������ K �	������ (x∂x−1)g = Kθ(x−K) ≥ 0 ����� θ �� ��� #�	������
��������� ' +�� �� ��� ����� �	�� �	������ (x∂x − 1)g = −Kθ(K − x) ≤ 0� +��� 	�� �	��� 	��
���� ��������� �� ��� ��� ��*����� �	��� 
�������� 	�����

3� ��
� ���� ��� �����

��##" )��� '���
� ��� ��	���(������ �!�	���� ��� 	 ��	��� ���������� 	�� �����	� ��
� 	��
����� �������� �	��� 	�� ���	��������� '���
� �������
��� #�������� -�/�-�- 	�� -�.� �� (x∂x −
1)F �� ������ ������� ��
�������� �� ���	���� ��
��������� ���� 	�� ���� ���� �� �� �����	���� ��
�����	���� �� 	�� �	��� ������������

+����� ����� �� ���� ∂ρL = ∂rL = x∂x − 1 �� �� 	��� "� �
��� ��� $��� #����� �� �����
��
����

�

����'�# )�� %$��� #����� �� .��� $�����������(� '���
� ��
� 	�� ����� �������� ���	����
����� 	�� �	��� 	�� ��������� �����	�� ��������� 	� ���� 	� 	���
��� #�������� -�/�-�- 	�� -�.�
�� �	�� ��	� (x∂x −1)g ≤ 0 �� ��� ����� �� ������������� �� ������	�� 	�� ��3����� ��� 	� �����
�� 	 ��	��� 	���� �� �� �����	���� �� �	���� �������� (x∂x − 1)g ≥ 0 �� ��� ����� �� �������������
�� ������	�� 	�� ��3����� ��� 	� ����� �� 	 ��	��� 	���� �� �� �����	���� �� �	����

+����� �� >���� *�� ����� 
����
 ���� (x∂x − 1)g ≤ 0 �
 ���������� ���� (x∂x − 1)F ≤ 0 ��	�

��� �����
�����
 ��	 >���� *�9 ���
 �
 ��������� �

��#"'* )��� ��� 	��������� �� ��� ������
 	���� 	�� 	��� ���� ��� ��� �	�� ���� 	��������
�����	�� 	�� �����	�� ��������� �	�������� (x∂x − 1)g ≥ 0� ����� ���� ��� �����	�� �� �	�������
	� ��� ������ ����� )�� �"	
��� 	�� ������� ���	�������� 	�� �	��� ����� ����� ���� 	 �	���
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���� ��� 	�
����� 	�������

�!"#�$� )��� 5��
����� ������	� 
����� ���� ��� ���	��� 	�
��� ������� &������ �� 617$6����	��
1�	������� �� 7	��	���% 
����� ��������� ��

dXt = rXtdt + σXα
t dBt

���� r 	�� σ �����	�� ��� α > 1/2�

����'�# )�� %$��� #����� �� .��� $�����������(� '���
� ��
� 	�� ����� �������� ���	����
����� 	�� �	��� 	�� ���������� �����	�� ��������� 	�� #�������� -�/�-�- 	�� -�.� �� �	�� ��	�
g
x

�����	���� �� ������	�� 	�� ��3����� ��� 	� ����� �� 	 ��	��� 	���� �� �� �����	���� �� �	����
'��� g

x
�����	���� �� ������	�� 	�� ��3����� ��� 	� ����� �� 	 ��	��� 	���� �� �� �����	���� ��

�	����

+����� ����� �� ���� ���� ��� �"��� ���	�����
 �� g
x

�� ���������� �� ����� (x∂x − 1)g ≤ 0 �
(x∂x − 1)g ≥ 0 ���� ��� ������� �������� �
 
����� �� �� 	��� "� �
��� � 
����

��� 
�����
������ ����+������� �� ��� ������� �������� 
���
����� ��� ��������� ����������� �

��#"'* )��� ��� ���������� �� ��� 	���� ������
 	���	��� 	��� ����� ����� �����
������� �����
������ ���� �� ���� �� ��������� �� ��� ������

��#"'* )� � ��� ������ (x∂x − 1)g ≥ 0 �	� �� ��������� �� �	���� ��	� ��� 	��	 ����� ���
��	� �� ��� �����	�� �������� 	��	�� ���� ����� 	 ���	���� ���� ���
 ��� ������ ������ �� ���
��	�� ��������� ��� �	�� ���� (x∂x − 1)g ≤ 0 �	� �� ��������� �� �	���� ��	� 	 ���� ���
 ���
������ ������ �� ��� ��	� �� 	��	�� ����� ��� ��	��

��%&����& )��� �� �	�� 	 ����� ���� 	 �����	�� �	�������� (x∂x − 1)g ≥ 0 	 �	������� ������
6��������� (x∂x − 1)g ≤ 0 ������ 	 ������� ������

��#"'* )�) %#�� B����� ,��� ��	 1��(� 8��	�� ��	� 	 �	�� �	������ (x∂x−1)g = Kθ(x−K) ≥ 0�
���� 	 �	�� �� �����	���� �� �	��� ����� ��� �����	� 	���
����� 	���� ��� ���
 �� ��
� 	�� �����
�������� �	�� 	�� ���	������� �������� ��� �� �� �����	���� �� �	�� �� (x∂x−1)g = −Kθ(K−x) ≤
0� (���� ��� ��������� (x∂x − 1)g ≥ 0 �����	�� �� ��� �	�� 	�� ��
��	��� ��� ��� �� ���� 
����	���
��� ��������� 	����� ��� ������
 	���� ���� �	�� ��	� 	 ����� �� �����	���� �� �	�� �� 	�� ����
�� �� �� 	 �	������� ����� 	�� �����	���� �� �	�� �� 	�� ���� �� �� �� 	 ������� ������

�!"#�$� )� � 6������� 	 ���� B(t, T, x) = F (t, x) ��� ��
� �����
������� �����	�� �	�� r �
����

∂rF = −(T − t)B(t, T ) ≤ 0

#���� �� �	�� 	 �����	���� ������ �� �	��� 9��� 	� ��!������

�!"#�$� )�) %#�� B������� ������� $����� 1�� �+��������(� 6������� ��� ��	��	�� ��	���
(������ 
���� ���� ���
����� ������	� 
������ ���� ��� 	 ��	��	�� 1����	� �� F ���� ������
K �� �	��� ����� ��� ���� ����� ���
��	 ��� ��� �	��� �� 	 �	�� 	�� ����	�� 	�����

∂rF = (T − t)Ke−r(T−t)(N(d2) − 1) ≤ 0

d2 =
1

σ
√

T − t
{/ln(x/K) + (r − σ2

2
)(T − t)}.

#���� 	 �� �� �����	���� �� �����	�� ������ �� ��� �	��� 	� ������ �� �� ��� ������
� 2�� ������

	���� �� 	�����	�� ���������	�� ��	�� ������ �� ��� �	��� �� ���� �� 9��� 	 ���� ������ �	���



� �� �� ������	
 
���

�!"#�$� )�+ %#�� B������� ������� $����� ,��� �+��������(� 6������� ��� ��	��	�� ��	���
(������ 
���� ���� ���
����� ������	� 
������ ���� ��� 	 ��	��	�� 1����	� �	�� C(t, x) =
F (t, x) ���� ������ K �� �	��

∂rC(t, x) = (T − t)Ke−r(T−t)N(d2) ≥ 0

d2 =
1

σ
√

T − t
{ln(x/K) + (r − σ2

2
)(T − t)}.

#���� 	 �	�� �� �����	���� �� �����	�� ������ �� ��� �	��� 	� ������ �� �� ��� ������
 	�����

����'�# )� � '���
� �� 	�� ����� 	 1����	� ����� ���� �����" 	�� �����	���� �����	��
�������� ��� ������	��� �����
������� �	��� r(t)� '���
� ��	� �� �������� 	 ������	��� ����������
��������� 	 ��*����� ����� ��
� 
	�����	�� 
�	���� ����� �� 	� �"��������� ������ ���	������

	���� ���� �� ���� λ(t, x) ≥ 0 	�� ��	� ��� ����� ����� ��� 
	�����	�� 
�	���� �� 	� 	3��
��������� (µ− σλ)x = a(t) + b(t)x� ���� ��� ��	���(������ ��������	� �� �����	���� �� ���	�������

+����� ,�������� ��� ������� 	�������� �� ���� �� 	����
��� 
����� ����+�������
 �� ���
������� ��������

∂ρsL(s)F = ∂σsL(s)F = (σx2∂2
x − xλ∂x)F ≥ 0.

5�� �� �
�	 ���� �����+��� �� ��� ������� �������� �
 �������	 "� 6 
���� ��� ��� �
 	�������
���
��	 ��� 	��� �
 �7�� 
�� �� )��

�� ��	 )� #�
� %9<<*(� �� 5�	���	 �������
�	��

 �� ��
	���� �

�!"#�$� )�,� 6������� 	 ��
��	���� 
������ �� ���
����� ������	� 
������ ���� ��� ����
��	�� �	��� �� �	�� ��� 	 �� P �� ��� ��
��	���� g(x) = (K − x)+ ��� ��������� ���� ��
��
��	����$ + ������ �� 
�������� �� 	 �����	�� �	���� ����� ����	�� �� ��
��	���� �� ��� ���
���	� ����%�

C(t, x) = xe(µ−λσ−r)(T−t)N(d1) − Ke−r(T−t)N(d2)

C(t, X) − P (t, x) = xe(µ−λσ−r)(T−t) − Ke−r(T−t)

d1 =
1

σ
√

T − t
{ln(x/K) + (µ − λσ +

σ2

2
)(T − t)}, d2 = d1 − σ

√
T − t

+������� ���� P �� ��� ���	������ 	�	
���� �� ��� ��� �"����� ���	������

����'�# )�)� '���
� ��	� �� 	�� ����� 	 1����	� ����� �� 	 ������	��� 	����� �� ���
�����	�� �������� g �� �����	���� 	�� ��� �	�� �� �����	���� �� x� ���� ��� ����� �� �����	���� ��
��� 
	���� ���� �� ���� λ(t, x)� 2� ��� ����� �	�� �� ��� �����	�� �� �����	���� 	�� ��� �	�� ��
�����	����� ���� ��� ����� �� �����	���� �� λ(t, x)�

+����� 3� ���� �
��� ��� 
��� ��
����� �
 �� ��� ���� �� #����� 4.1 ������������ �� ���
������ "� ��� ���	�����
 �� ��� ��	 ������� ��������
 4+�	 �"���� #�� ������ �
 ����� 	����
���
�� ��� 4
� ��
� � �����
��� �� ��� 
����	 ��
�� ����� �� ����� �����
��� � 	����
��� 
�����
����+�������
 �� ��� ������� �������� �� ����

∂ρsL(s)F = ∂λsL(s)F = −xσ∂xF ≥ 0

�
∂ρsL(s)F = ∂λsL(s)F = −xσ∂xF ≤ 0

�
���������� 3� �� ��� 	��� "� �
��� ��� ���� ������ ��	 5�	���	 �������
�	��

� �

�!"#�$� )�-� )�� �����	�� �	��� �� �	�� ��� ��� ��
��	���� �� ����� �� �"	
�� 4.1� �������
��� λ ���	������ ��	� �� �"���� ��� ��	� �� �����	�����

����'�# )�+� '���
� ��	� �� 	�� ����� 	 1����	� ����� �� 	 ������	��� �	��	���� �� ���
�����	�� �������� g �� �����	���� 	�� ��� �	�� �� �����	���� �� x� ���� ��� ����� �� �����	���� ��
��� �����	� ����� µ(t, x)� 2� ��� ����� �	�� �� ��� �����	�� �� �����	���� 	�� ��� �	�� �� �����	�����
���� ��� ����� �� �����	���� �� µ(t, x)�
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+����� 3� ���� �
��� ��� 
��� ��
����� �
 �� ��� ���� �� #����� 4.1 ������������ �� ���
������ "� ��� ���	�����
 �� ��� ��	 ������� ��������
 4+�	 �"���� #�� ������ �
 ����� 	����
���
�� ��� 4
� ��
� � �����
��� �� ��� 
����	 ��
�� ����� �� ����� �����
��� � 	����
��� 
�����
����+�������
 �� ��� ������� �������� �� ����

∂ρsL(s)F = ∂µsL(s)F = x∂xF ≤ 0

�

∂ρsL(s)F = ∂µsL(s)F = x∂xF ≥ 0

�
���������� 3� �� 	��� "� �
��� ��� ���� ������ ��	 5�	���	 �������
�	��

� �

�!"#�$� )�.� +������� ��� ��
��	���� �� 	���� ��� �����	���� ������ �� �	�� 	 �����	����
���	����� �� ��� �	��� �� ��� ������ ���� �� ���������� ���� ��� ������
�

3� ��� ��
� ����
������ ������������ �������
 ��	� ������
 �� ���������� �� ������
 ��
��	�	 �

��
� 5�� �
 � ������ ���� �������
 ���
�

��##" )� � '���
� ��	� �� 	�� ��	���� ���� 	� ����� �� 	 ��	��� 	����� �
���� �����	���
	�� #�������� -�/�-�- 	�� -�.� '���
� �������
��� ��	� ��3����� ���������� ��� ��� #	�	
	��
������ �� ���� 	� 
�������� �� ��� 	����"� '���
� ��	� ������ ��� �	�� �� �	��	��� �����"
	�� (x∂x − 1)g ≥ 0 �� ��	� ��� �	�� �� �	��	��� ����	�� 	�� (x∂x − 1)g ≤ 0� ���� �����"��� ��
��� ����� ���� �� �!���	���� �� �����"��� �� ��� �����	���

+����� 3� ����+����� ��� ������� �������� ���� � 
����� �����+ g ��	 
����� ���7�����

��	 �� �� ���� 
�7������� 3� ���� �
��� ��� 
��� �����	 �� ���� �
 �� >���� *�� ����

x2∂2
x(F (t − ∆t) − F (t)) =

∆tx2∂2
xLF (t) = ∆t[x2∂2

x,L]F (t) + ∆tL(x2∂2
xF (t))

= ∆t((x∂xσ2x∂x +
1

2
x2∂2

xσ2 + 2x∂xr)x2∂2
xF (t)

+ x2∂2
xr((x∂x − 1)F (t)) + ∆tL(x2∂2

x)F (t)

= ∆tK(x2∂2
x)F (t) + ∆t(x2∂2

xr)((x∂x − 1)F (t))

�� ��� ��������� �+��

��� �����	 �� ���� t−∆t ∆t 
���� ��	 ������������� #�� ������
K �
 
����	 �	� �������� ����� �� ��
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���� �� �������
 � 	�0�
��� ����� ��
���


���
� #�� ���� ��� �
 ��
����� "� �

������� "� >���� *�� ����� �� �� 	��� ������

�7������ �� ��� ������ ��
� �� ���������
 ���7�����
 "� �
��� ��� 5�	���	 ������ ��	�
����+������� �� ���7�����
� A���

��� �
 �"����
 �� ���� �� ��� ���� ���� g �
 ��� �
������� ��
F �� t = T  ���
 �� �� 	���� �

/� ���� �� ��� �"��� ������ �� ���� ��� ��������� ������� ����	�������

����'�# )�,� ' 1����	� ����� ���� �
���� �����	�� �� 	 ��	��� 	���� �	�������� #��������
-�/�-�- 	�� -�. �� 
������� �� �	�� 	�� �����	���� �� ���	������ �� 	�� ���� �� ������ (x∂x−1)g ≥ 0�
g �� �����" 	�� ��� �	�� �� �����" �� ��� �	��	� �	��	��� �� (x∂x − 1)g ≤ 0� g �� �����" 	�� ���
�	�� �� ����	�� �� ��� �	��	� �	��	���� �� ��� ���� �	�� �� �� �����	���� �� �	�� 	�� ��� �	���� �� ��
�����	���� �� �	���

+����� /� ���� �� #����� '�' ��	 >���� *�' �� �� 	��� ������ �� ��� 	�������� /� �
 ��
�
 ��� ���� 	������� ���� � ������� 
���
����� (x∂x − 1)g = 1 ���� ����
��� � ���������+ ���
�� ���� � �����	������ "� ��� �+��

��� �� ��
������� �� �����+��� �� ��� ������
 ����� 6�
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���
����� (x∂x − 1)g = −1 ��	 � ����������� �������
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��#"'* )�+� �� ��� 	���� ��� ������
� �� �	� �����	�� � �������� �� ��� �	�� ���� ���� ����
������� �����	�� ��������� �� 	� 	����	�� ��
����� �������� �� �����	�� ��������� ����� ���
#	�	
	�� ������ �� ��� ��	���(������ �!�	����� ��� 	����	�� ���������� 	�� ���� ��� ���
�����	�� ��������� g(x)/x �����	���� 	�� g(x)/x �����	���� ������������ ��� ���������� �� �	���
���	����� �� ��� ��� ��*����� �	��� ��
	�� ��� �	
�� ��� 	��������� ��
	�� ���� ��� �����
���
����� ��������� 	� �� ���� �� ��������� �� ��� �����

��#"'* )�,� ��� 	��������� �� ��� ������
 	���� 	�� 	��� ���� ��� ��� �	�� ���� 	��������
�����	�� 	�� �����	�� ��������� �	�������� (x∂x − 1)g ≥ 0� ����� ���� ��� �����	�� �� �	�������
	� ��� ������ ����� )�� �"	
��� 	�� ������� ���	�������� 	�� �	��� ����� ����� ���� 	 �	���

�!"#�$� )�/� ��� �����	��� ��	� �� ������ �� �� �	������� �� 0�������� :�/ 	�� �� ���� �����
�����" �����	�� �������� 	��� �����	���� �� ���	������ �� 	�� ���� �� ��� �	�� �� �	��	��� �����"
�� ����� �	��� ���� �� 	 �����	�� 	���� �� ����� �������� �	��� �� ��� ���	� �������� �� �	����
�������� 	 ������� ����� ���� �����" �����	�� �� �����	���� �� ���	������ �� 	�� ���� �� ��� �	��
�� ����	���

�!"#�$� )��0� '���
� �� �	�� 	� ����� 	� �	�� �
���� �����	�� �������� g �	�������� (x∂x −
1)g ≥ 0 �� D ⊂ R+ ∪ {0} 	�� (x∂x − 1)g ≤ 0 �� Dc ⊂ R+ ∪ {0}� ���� 	��� (x∂x − 1)F ≥ 0 ��
C ⊂ (R+ ∪ {0}) × [0, T ] 	�� (x∂x − 1)F ≤ 0 �� Cc ⊂ (R+ ∪ {0}) × [0, T ]� ����

∆F =

Z T

t
E(e

R u
t r(s,Xs)ds∆r(x∂x − 1)F )du

���� �� ���	��� ��	�  ��� �� ∆r �	� ����� �� C 	�� ���� ��	�  ��� �� ∆r �	� ����� �� Cc� '�
�"	
�� �� ���� 	 �����	�� �������� �� ���� ��� ��*������ ������� ��� �	��� g = (x−K1)+ − (x−
K2)+� ���� K2 > K1� ����� ���� (x∂x −1)g = K1θ(x−K−1)−K2θ(x−K2) 	���
�� ���� ������
	�� �����!������ ��� ����� �� ��� 
������� �� �	��� ��� �	
� ���� �� 	���
��� ����� ��	� ����
�������� �� ��� 
������� �� ���	������ ������� ����� ��� �����	�� �� ������� �����" ��� ����	���

�!"#�$� )��� %,�	�� .�
� $�������(� �� ���� ��	� �� 	 1����	� ����� ����� �� ������ ��
	 ��
	�� 	�� ���� ��
	�� ����� �� �	��� ���� ���������� ��� �	�� �� ������ ��� �� ��� �	�� ��
��� ����� ���� �� ���� ����� �� �������� �������� �� ��� �	��� ���� ���� �	��� �� ��� ��
	���
����

r = r(
θx

D(t)
, t)
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����� �� �	� ��� ��� ���� D(t) �� �� 	 �����
������� ��������� ��� �����
������� �������� θ
���� �� ��� 	
���� �� ������ ������ �� ��� ��
	��� 	�� �� ���� 	���
� ��� ��� �� ����� �� ��
������� �� �� 	�� ��	���� ���� 	 �	��� ��� �	�� �������� ���� �� �����	���� 	� �� �� �� ������� ��
����� �	�� �� ��	���	� �������$ 	� 	����	��� �� 
���� �� ��� 
	���� 
�	�� ��	� �	��� 
���
�� ��� �� ����� ��� ��
� ���� �� ������ 	� 	��% 	� ���� 	� �	���� ���� 	������ ��� ������
 ��

����������� �� ���	������� ���� 	� ��� ������ �� ��� ��
	�� ��	�������� ���������� �	��� �� ���
����� �����	�� �����	��� ����� ����� �� 	 ��������� �	���� �� ��� �� ��� ���
 �� ��� �"������	�

e−
R T

t rds ����� ��� �"���	���� �� ��� )���
	��;	� ���
��	 ��� ��� ������ #���� ���� 
�����
������ 
���	�����

�!"#�$� )��� %��������� ���� ������
(� (	� �� �	�� �� ��������	�� 	 ������� �� �	�������
����� ��	� �� ������� ��� �� ��
� ����	����	� ��
	�� D �� ��� �	�����
� �� ��� ��	���(������
+01� �� ��� 
����������� ������� �� ��� ��	� ���� �� ����� �� ���
	��� ������� r(t, x) → ∞ �� D
�� ��� ������� �	�� 	�� r(t, x) → −∞ �� D �� ��� �	������� �	��� �� �	����� ���� 
�	�� �	����
��3������� �	��� ������ �� ��� �	��� '�����	������ �� �	� �
��� ���� �����	�� ���������� 	��
�������� ��� ��
	�� �� ��� ��	���(������ �!�	���� �� ��� �������	���� ������� ���� ���	� 	����
	�� 	 �����	�� 	���� �� �		!���<� 
����� ��� �������� �	����� ������ �� ��� ����������� �� ����
�������� ���	�� ��� ��������� ������
��

����'�# )�- %.��� $����������� ���� ������
(� '���
� ��
� 	�� ����� �������� ���	��������
	�� �	��� 	�� ��������� �����	�� ��������� 	� ���� 	� 	���
��� #�������� -�/�-�- 	�� -�.� ��
�	�� ��	� (x∂x − 1)g ≤ 0 �� ��� ����� �� ������������� �� ������	�� 	�� ��3����� ��� 	 �	�����
��������� ����� �� �� �����	���� �� �	���� �������� (x∂x − 1)g ≥ 0 �� ��� ����� �� �������������
�� ������	�� 	�� ��3����� ��� 	� ���� ����� �� 	 ��	��� 	���� �� �� �����	���� �� �	����

����'�# )�. %C��������� $����������� ���� ������
(� ' 1����	� �	����� ��������� �����
���� �
���� �����	�� �� 	 ��	��� 	���� �	�������� #�������� -�/�-�- 	�� -�. �� 
������� �� �	��
	�� �����	���� �� ���	������ �� 	�� ���� �� ������ (∂x−1)g ≥ 0� g �� �����" 	�� ��� �	�� �� �����" ��
��� �	��	� �	��	��� �� (x∂x − 1)g ≤ 0� g �� �����" 	�� ��� �	�� �� ����	�� �� ��� �	��	� �	��	����
�� ��� ���� �	�� �� �� �����	���� �� �	�� 	�� ��� �	���� �� �� �����	���� �� �	���

+����� #�� ����
 �� ���������� ��������
 �� ��� �����
 ����
� ����� ��� ��������� "���	��
������
 � �
������� �� ��� ������������
 �������� 	����� ���� ���� "���	�� ����� 	��� �� ���
"���	�� �� �� 	��� 
���� ���� $��� #����� // ���	
 ��	� ���
 ��� 	����� �� ��� ������
������
 ������� �

#�� ��

�"�� 
�����
� ���� ������ �� �����!� �
 ��"�"�� � D����D �������� /� �
 
�������
�����
���� "����
� �� �
 �
 �� �+���� ������� ���� ��� 
��	 ����� �� � 
������ ��
� �� 8
���
������
� �� ��� �"��� �
���
 �� ��� ���
� ��� ������
=

��'�$$"'� )��� '���
� ��	� �� �	�� 	 <'��	�< �� <
�	�< �����	�� �� 	 ��	��� 	���� g =
1

T−t

R T
t

h(s, Xx,s(ω))ds� ω ∈ Ω� ���� 	���
� h �� �����" �� x 	�� r �� �����
�������� r = r(t)�
���� ��� ���	����� ����� �� �����	���� �� ���	�������

+����� E
��� � 6���������� ���
�������� �� ��� ����

F (t, x) =
1

T − t

Z T

t
T [e

R T
t Ldsh(u, x)]du

=

Z T

t
T [e

R u
t Lds]h(u, x)e−

R T
u rdsdu.

#��
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�� ���� ��� ���� ������ �
 � ����� 
�����
����� �� ������� �������
 ��� �� ����
�������� �� ���������� ����	��� �� ,������ 3.1� 5���� �� �� 	���� �
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��'�$$"'� )��� '���
� ��	� �� 	�� ����� 	� <'��	�< �� <
�	�< <��< �����	�� �� 	 ��	��� 	����

g = 1
T−t

R T
t h(s, Xx,s(ω))ds� ω ∈ Ω� '���
� ��	� (x∂x − 1)he−

R T
u r(s,x)ds ≤ 0 �� (x∂x −

1)he−
R T
u r(s,x)ds ≥ 0� ���� ��� ���� �� ���� ����� �� �����	���� �� �	�� �� �����	���� �� �	��

����������� ��� ��� ��� ��*����� �	����

+����� ����� �� ���� ����	� ����	 ���� � D����D ������ �
 � 
�����
����� �� ������� �������

��	 �� �"
��� ���� ��� ������� ������� ��������
 �� ��� 
�����
�����

U(u, x) = h(u, x)e−
R T

u r(s,x)ds

�� 
���
����� (x∂x−1)U(u, x) ≤ 0 � (x∂x −1)U(u, x) ≥ 0 �� �� 	��� "� �
��� #����� 4.1� �

��#"'* )�-� )�� ��� �����	� �	�� �� '��	� ������� ���� 	� ��� ���	� '��	� �� �� �	��� ��
�� ��� ������	���� �"��� 
����������� ������� �� ������ 9��� 	� �	����� ������ 
����������� ��
���	������ �� ������ �� 	 �	��	��� ���	��	�� ��*������ ����� 
	� �� 
	� ��� �� �����"��� ����������
���� �	� �� �� ��������	��� ������� 	�� �	���� �� ��������� �

���	�����

/� �
 �� �
 8������ ������
 �� ��� ���� ��� ��������� ������
� 6� 
���	�	 �������

�� 8������ ������
 ������� 
������� ��"���
 ��	 ��������� ��� "���	�� ��"���
 
�� ���
�������
� 3� ����	 ��� ��	� �� ��� ��������� 	�4������=

��%&����& )��� ��� )������ ��*������	� �� 	 ��������	� F (ρ) 	� ρ �� 	 �	�	�� �	�� X �� ������
	� ��� ����	� ��������	� DF �	��������

F (ρ + h) − F (ρ) = DF (h) + o(h)

����� ρ ∈ X� h ∈ X� #��� o(h) = R(h)||h||X ����� R �� 	 ������� ��������	� �� 	 �������������
�� ��� ������ 	�� || · ||X �� ��� ���
 �� X� �� ���� ��*������	� �"���� �� �	�� ��� ��������	� )������
��*������	����

��##" )�)� ��� '
����	� ����� ��������	� �� 	 )������ ��*������	��� ��������	� ����� �� ���
���
	� ������ ��
� ������ ��� �������	���� ������ � �� ��� �����	���

+����� /�
�	� ��� ������������ ����� �� �� ��� "���	�� �� ��� ����

F (x, t, τ) − F (x, t, τ − h) = E(e−
R τ

τ−h rds(g(Xτ )) − E(g(Xτ−h))

���� �� ��� ��� �����"�����
 �� ������
 ����
 t < τ − h ������� B���� �� ��� ����� h → 0
��� �+��

��� ����
��
 ����� �
 ���������� �� ����������� #��
 �� �� 	��� ������ 6�����
	�0������"������ �

����'�# )�/ %$��� ������ �� 8������ @�����
(� �� �	�� ��	� ��� '
����	� ����� F (t, x)
�	�������� #�������� -�/�-�- 	�� -�. �� 
������� �� ρ �� 	�� ���� ��

(
∂L
∂ρ

)F ≥ 0

��

(
∂L
∂ρ

)F ≤ 0

��� 	�� t, x �� Cρ ����� Cρ �� ��� �������	���� ������ ���	����� �� 	�	
���� ρ = ρ(t, x)� ���
��� ��*����� ����� 	���� ������ ��� ��� ��*����� �	��� ������������ �����	���� 	�� �����	�����
��� ������ ��
� τ �� 	���
�� �� �� 	 )������ ��*�����	��� ��������	� �� ρ�

+01 ����� 3� ����

0 = (∂t + L)F (ρ1)

0 = (∂t + L)F (ρ2)

�� Cρ1 ��	 Cρ2 �
���������� 5���� �� Cρ1 ∩Cρ2 �= ∅ �� ��� ���� "� 
�"������� ��� ��������
��� ��� ����

0 = (∂t + L(ρ1))F∆F + ∆LF (ρ2)



�������
��	�� ������������	 �	
 ��	���	����� � ��	��	��	� ������ ���� ����� �	
 ���� 
���	
�	� ����������� 
��

���� �� �
�	 ��� 
��� �������� �
 �� ��� ����
 �� ��� ������
 ���� ������
 �� ��� 	�0��
���� ������ ∆� 5���� "� � 
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�� @�
��	�� #����� ��'�' �� �"����

∆F = Ex,t(e
R τ1∧τ2
t r(s,Xs)ds(F (ρ1, Xτ1∧τ2) − F (ρ2, Xτ2∧τ1))) + Ex,t(

Z τ1∧τ2

t
∆LF (ρ2)).

8
 ρ2 → ρ1 �� ���� τ2 → τ1 �����

∆F = E(e
R τ1∧τ2
t r(s,Xs)ds ∆ρDρτDτ F (t, x, ρ1)|τ1 + o(∆ρ)| {z }

→0

) + E(

Z τ1∧τ2

t
∆L F (ρ2))| {z }

→F (ρ1)

.

���� Dτ F (t, x, ρ1)|τ1 = DτF (t, x, τ [ρ1])|τ1 = 0 "� ����������� 5�� �� �
�	 ��� ����� ��� ��
6����� 	�0������"�� �����
��� �������
 
�� ,������������ �� ��� ���� &'�

#��
 �� ���� ���� ��� ��� ���� �����
 ���� � �������� ����	�� ρ2 → ρ1 �


∂ρF = E(

Z τ1

t
e

R τ1
t r(s,Xs)∂ρLF (ρ1)).


���� ����� �� �

���

∂F

∂ρ
[∆ρ] ≥ 0

�
∂F

∂ρ
[∆ρ] ≤ 0

�
���������
�� Cρ1 ∩ Cρ1 = Cρ1 ���
 �
 ���������� ��

∂L
∂ρ

[∆ρ]F (ρ) ≥ 0

� �
��������� 

∂L
∂ρ

[∆ρ]F (ρ) ≤ 0

"� ��� ���������
 ������ �� ��� �������	 �� ��� �+��

��� �� ∂ρF � #��
 ������	�
 ���
�����

�

����'�# )��0� '���
� ��
� 	�� ����� �������� ���	�������� 	�� �	���� '���
� ��3����� ������
����� ��� ��� ���� �����	�� �	��� �����
 ���	����� �� 	� '
����	� ����� ���� �����	�� ��������
g �� �� ����	���� ���� ��� '
����	� ����� �� �����	���� �� �	��� �� 	�� ���� �� (x∂x − 1)g ≥ 0
��� 	�� " �� ��� �������	���� ������ 	�� �����	���� �� �	��� �� 	�� ���� �� (x∂ − 1)g ≤ 0 ��� 	�� "
�� ��� �������	���� �������

+����� �� (x∂x − 1)g ≥ 0 � (x∂x − 1)g ≤ 0 ���
 ������
 (x∂x − 1)F ≥ 0 � (x∂x − 1)F ≤ 0
"� >���� *��� #��
 ��� 8������ ������ �
 �������� �� ���� ,����
��� �� ��� ������������
����� ��� ������ ��
 �� 
���
�� (x∂x − 1)F (x) ≥ 0 � (x∂x − 1)F ≤ 0� ������ 4� ����
 ���� ���
������ �� 
����� �������
� �� ��� 5�	���	 ������ �� �� ���� 	��� �� ������ ���������

��������
� �

����'�# )���� '���
� ��3����� ���������� ��� ��� ���� �����	�� �����
 	�����	��� ���� 	�
'
����	� ����� �� �� ���� ������ 	�� ��
� 	�� ����� �������� ���	�������� 	�� �	���� ���� ���
'
����	� ����� �� �����	���� �� ���	������ �� 	�� ���� �� �� �� �	��	��� �����" �� ��� �������	����
�������

+����� /� ���� �� $��� #����� *�& ��	 ��� ���� ���� ∂σL = σx2∂2
x �� �� 	���� �

��#"'* )�.� '� 1�1�����
 
������� �� ��� +��0� ������ ���� �	� ����� ��� �����
�������
�	��� ����������



�� �� �� ������	
 
���

��#"'* )�/� ������
 :�= ����� ����� ��
� 	�� ����� �������� ��������� ��� ����� ��� ����
�����	�� �	��� �����
 �� ����	��� 	� ����� ���� �� ���� �������� ���
 ��� �����

����'�# )���� '���
� ��
� 	�� ����� �������� ���	�������� 	�� �	��� 	�� ��3����� ����������
��� ��� ���� �����	�� �	��� �����
 ���	����� �� 	� '
����	� ����� �� �� ����	���� '���
� ���
���� '
����	� ����� ��	� �� �� 	 �	������� ������ r �����"� g �����"� ���� ��� '
����	� �����
�� 	���	��� 1����	� 	�� 
��������	��� �����	���� �� ���� �	�� 	�� ���	������� '���
� �� ���
����� �	�� ��	� �� �� 	 ������� ������ r �� ����	�� 	�� � �� �����"� ���� ��� '
����	� �����
�� �����	���� �� �	�� 	�� �����	���� �� ���	�������

+����� /� ���� �� #����� *�� �� ������� ������
 ���
 �
 �"����
� #��� �� �
 ������� �� ���
4
� ��
� ������
 ��� 	�4������

 �� ��� ��������
��� ������ �� ��� 	�0�
���� �

:� ��	�
�	���
 �� �����
 ����  ���!�
�!��

/� ���
 
������ �� ����
������ �����
����"�
�	 ��	�� �
� ��	��
� /����
��� "�
�	 ��	��
 ��
������ �� ��� ��������� 
�� ���� 1�)� �����"����F��G ,�

�� �� ��	 1����� F�:G � 2�7� ��	
���������F�*G� E
����� ���
� ��	��
 �� ����
������	 ��� 
�����
��� �����	
 
�������� ���� �� ��
��� ��
��� ���� 	��� ��� 	���� ��
���	 �	����� ���
� ��	��
 �� � ������ 	�0������� ��������
�������� 8��� ���
 �	������ �� ����
������ ��� ������������ �������
 �� ���
 	����	 �������� 
����� �
 �����
���� �� 
����
����� �"����� 
�����	���� ��	 
������������� �� �����
 ����
����� ��
�
��������� ��� ���������� � ��� �� ��� ��	������� 3� 
������ �� ��	�� �

�������

����� 
���� �� ��� �+������� ����� 	������ �� ��� ��	������ 
�����

:��� ��� 1$"2*3�2��$�� ��4�$ ��5�����4� 3� �

��� ���� ��� ��	������ 
���� � ����"��
������
 � ����	����
����� 
�����
��� 	�0������� �������� 	�0�
��� ��	� � ��������� ���
���
#��
 �� ���� ����

���������� +���

dXt = r(t, Xt)Xtdt + σ(t, Xt)XtdBt

����� Bt �� ������	� 
������ r �� ��� ����� �	�� 	�� σ �� ��� ���	������ �� Xt ������� �������
σ(t, x)2X2

t dt = V ar(dXt)� ��� �����	�� ���	������ �	�� (Ω,F , (Fs)t≤s≤T , P ) �� 	� �������� ��
�� ��� �	�����	� ������ �	�� ����� Ω �� ��� �	�� �� ���������� ��������� C([t, T ],R)� (F0

s ) ��
��� ����	���� �����	��� �� ��� �������	�� ������ Bt(ω)� ω ∈ Ω� P �� ������ 
�	���� �� F0

T � F
�� ��� P ���
������ �� F0

T �	�� ��� �	�� �� Fs �� F0
s ��
����� ���� ��� ���� ���� �� F �

5�� �� ���� ��
�

���������� +��� • r(t, x) ≥ 0 	�� σ(t, x) ≥ λ ∈ R+ 	�� ������� �
• ��� ��*����� ���
 σ(t, x)x �� 	� 
��� 	��
�����	��� ����	� �� ������ �� ��� �	��	�

�	��	����

|σ(t, x)| ≤ M, M ∈ R

• ��� �	�� r(t, x) �� ��������

#�� �
��� ������������
 �������� ������� 	������ �
� �
 ����

(∂t +
σ(t, x)2x2

2
∂2

x + r(t, x)x∂x)F (t, x) = rF (t, x)

F (T, x) = g(x).

�� ��� 	����� t ∈ [0, T ], x ∈ R+ 
�� 2�7�%����( 
������ 6 ,����� :� 3� ��
� �

��� ���
��������� �������
�
=

���������� +� � #��� �$"% �� 	� 
��� �� �����
�	� ������ 	�� �� ����������� ��� �������� ��
��!����� �� �� C2,1 �� ��� �������� �� ��� ��
	���



�������
��	�� ������������	 �	
 ��	���	����� � ��	��	��	� ������ ���� ����� �	
 ���� 
���	
�	� ����������� 
��

:�9� �"�& ���($�� �& �'�4�� ���* �(��'��46�&6� 3� 4
� "���� "� 	������ � ���"����
������ 	�0������� �������� �� 
����	 �	� �� ��� ���� �� � ��	�� �
� ������"�� ������ ����
�� �������

����'�# +�� %12� �� ��	�� �
� ������"�� ������
(� ��� ���� F �� 	 ������ ���� ������	���
����� �� ����� ��

(∂t +
σ(t, x)2x2

2
∂2

x + r(t, x)x∂x)F (t, x) = (r(t, x) + f(t, x))F (t, x)

F (T, x) = g(x).

�� ��� ��
	�� t ∈ [0, T ], x ∈ R+� #��� f �� ��� ���	��� ��������� �� ��� ������� ����� ���

	�����	�� 
�	����� ��
� �� ������� �� t 	�� ��� �	��� �� ��� ����� �� x� �� #�������� >�- 	��
>�. 	�� �	������ ��� �������� �� ���� �!�	���� �"���� 	�� �� ���!���

+����� /� �� �
� ��������� �����	
 �� ���� ��� ������ ��� ������ ����� �
 ����� "�

F (t, x) = E(t,x)(e−
R
(r+fO)dtg(XT ))

3� ���� ���� ���
 	������ ����	
 � 12� ��� 2�����D
 ������� #��� ��� 
������� �� ��� ��������
�� ��� ������ �"��� �+�
�
 ��	 �
 ������ ��	� �������
�
 ��9 ��	 ��' �
 ���� ����� ��� ���
12� ���������� ��� ��� �����	�+ "����� �

��#"'* +��� ��������	���� 	������ �!�	���� �	� �� ������� �� 	������ ����������� ���
	���
�
(	� �� ��� ��� ��*����� ������� ������	� 
������ B1� B2 	�� 
���� ��� ���	��� ��������� 	� 	
,	���� ������4

dX = r(t, Xt, ft, Zt)Xtdt + σ(t, Xt, ft, Zt)XtdB1, t

dft = µf (t, Xt, ft, Zt)dt + σf (t, Xt, ft, Zt)dB2,t

dZt = ftdt.

���� ��� +01 ��� ��� ���� �� 	 ������ ����� ����� ��

(∂t +
X
i,j

Cij

2
∂i∂j + rx∂x + µf ∂f + f∂Z)F (t, x, f, Z) = r(t, x)F (t, x, f, Z)

F (T, x, f, Z) = e−ZT g(x).

�� ��� ��
	�� t ∈ [0, T ], x ∈ R+� Z ∈ R+� f ∈ R+� #��� r = r(t, x, f, Z) 	�� µf = µf (t, x, f, Z)

	�� 	��� C11 = σ2x2� C12 = C21 = σxσf ρ12� C22 = σ2
f � 	��

ρ12 =
E(B1B2)q

E(B2
1)E(B2

2)
.

@� 4
� ������ �
 ����

����'�# +��� �� �� ������	�� 	�� ��3����� ��� ��� ����� �� �� �����	���� �� ��� ������� ���������
��	� ��� ����� �����	�� �� �������	�����

+����� E
��� $��� #����� // ��	 ��� �����	�+ �� �� 	��� �� ��� 4
� 
��������� �

3� ���
 ��� �� ����
�������� ���� ��� ������ �
 �����
���� �����4����� �� ���������� ��
��� ��������� �

��=

��%&����& +��� ' ����� �� �	���� �	������� �� t �� (x∂x − 1)F (t, x) ≥ 0 	�� ������� �� t ��
(x∂x − 1)F (t, x) ≤ 0� ��� �����	�� �� �	���� �	������� �� �	������ ��� ���!�	���� (x∂x − 1)g ≥ 0
	�� �������� ������� �� (x∂x − 1)g ≤ 0� ���� �� ���������� ���� ��� ������� ���� �� 1����	�
������� ��� ����� 	� ����� �� �	������� �� 	�� ���� �� �� �	� �	������� �����	���

��%&����& +��� �� �����

L =
σ2x2

2
∂2

x + r(x∂x − 1)

�� ���� ��	� ��� ��*����� ���	����� �� ��� +01 �� �����	��� �� L− f �

����'�# +� � ' ������������ ����� ���� ��	� f �� �����	���� �� ����� �	�� �� �	������� 	� 	��
��
�� �� ��� �����	�� �� �	�������� '���� �� f �� �����	����� ���� 	 �����	���� ������� �����	�� ������
	 ������� ������
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+����� 3� "���� "� ����+������� ��� ���7�����
 ��	 ������� "� 
����� ��������
� �� ���
�����	
 �� ��� ������
 
������
 ���"���	 ���� ��)��
�� ��	 )�#�
� �� ��� �������
 �� ������
���� �� 
�7��
 �� ���� t−∆t ∆t 
���� �� ����� �� ��� ��������� [x∂x−1,L−f ] = C �
 ��
�����
� �������� ���� ������ �� ��� ��������� �������� F (t, x) ��	��� ��� ������ �� 
��� 
����	
	���� �������� ������ �� (x∂x − 1)F (t, x)� 3� ����

CF (t, x) = K(x∂x − 1)F (t, x) − x∂x(f)F (t, x)

���� K �
 ��������� 3� ������	� ���� �� F �
 ��������� �� t �� ���� "� ��������� �� t − ∆t �� f �

	����
���� @� ��� ���� ���	 �� f �
 �����
��� ��	 ��� ������ �
 �������� �� ���� t ���� �� ����
"� �������� �� 
��� ���� t − ∆t "���� ����� E
��� ��� 5�	���	 �������
�	��

 ������ �� ���
�����	�+ �� 5�	���	 �������
 �� �� ��� 	���� �
��##" +��� ' ������� ����� ���� �	������� �����	�� �� �	��	��� �����	���� �� ��� ��������� f ��
�	��	��� �����	�����

+����� ����� ���� x∂xF ≥ F ��� #����� ��' �� 	������ �"���� ��� F ≥ 0 ��� 	�
��	
����������� �
����'�# +�)� ' ������ ���� ������	��� ����� �� �����	���� �� �	�� �� 	�� ���� �� �� �� �	�������
	��� 	���
���  ��� ����� ���	��� ���	������$ ��� �� ������ ���� ��� ������� ���	��� ���������%�
�����	���� �� �	�� �� 	�� ���� �� �� �� �������� (�����	���� �� ��� �����	�� �� �	������� 	�� ���
��������� f �� �����	���� ���� �� �� �����	���� �� �	��� '��� ��	� �� �	� ������� �����	���  ���
����� ���	��� ���	������ 	�� ��	� ��� ��������� f �� �����	���� �� ��3����� ��� ��� ����� �� ��
�����	���� �� �	��� #��� �� 	���
� #�������� >�/�>�- 	�� >�.�

+����� �� $��� #����� // ��	 ��� �����	�+ ���
 �
 �������� �� ���� �� ��� ������
 ������

�� ��������� ��	 �������� ������
� �
����'�# +�+� �� r �� �����"� � �� �	������� 	�� �����"� f �� ����	�� 	�� �����	����� ���� F ��
�����	���� �� ���	������� �� r �� �����
������� �� ��� ����� �	�� ���� �� ��3��� ��	� g �� �����"� f

�� ����	�� 	�� �����	���� ��� F �� �� �����	���� �� ���	������� #��� �� 	���
� #�������� >�/�>�-
	�� >�.�

+����� �� $��� #����� // �� ����
� 	������ ���� �� �
 ����

�� ��	 
�7����� ���� ��� ������
"� 
�������� �����+ �� �	� �� ������������ �� ���������� �� ���	� 3� �����	 ��������� ���
������
 
������
 �� ��� �������
 �
 �
��� ���� � ��������� ������� "� 4
� ����+�������
��� ���7�����
 �� ��� 12� ���� 
����� ���7�����
 �� ���� � 	���� 
�7���� ���	�����
�

[x2∂2
x,L− f ]F (t, x) = Kx2∂xx2F (t, x) + (x2∂2

xr)(x∂x − 1)F (t, x)

−[x2∂2
x, f ]F (t, x)

����� −[x2∂2
x, f ]F (t, x) = −(x2∂2

xf + 2x2∂xf∂x)F (t, x) �� �� 	��� �� ���� �� �� �

�������

�� ��� 
����� ��
� 
���� F ��
� "� �����
��� �� ��� ����
 "� >���� :��� E
��� ��� 5�	���	
�������
�	��

 #����� �� ��� �����	�+ �� ��
� ���� ��� �
��� �� ���������
 �������
 ��	
���7�����
 �� ��� 12�� �
�!"#�$� +��� 6������� ��� ��	��	�� ��	���(������ 
���� ���� �����	�� ���	��� ��������� ���

���
�	� �����	�� ��������� g(x) = xα� α ≥ 1� ���� ��� �	��� �� ��� ���	���	��� �����	�� ��
����� ��

F = e−f∆te( σ2
2 α(α−1)+r(α−1))∆txα

���� �	� ��� ��!����� ��������� �� �� �����	���� �� f � �����	����$���������	����% �� r ���� α ≥ 1
����� �"	���� ���������� �� �	������� �	��� 	�� �����	���� �� ��� ���	������ �� ��� �	
� �	����
(�����	��� ��� ���	 ��

V = σα(α − 1)∆te−f∆te( σ2
2 α(α−1)+r(α−1))∆txα ≥ 0

����� ��
�����	��� ��� 	�������� ���������� 
���������� �� ���	�������

�!"#�$� +��� ��� r 	�� σ �� ������� �����	���� 6������� ��� 617 
�����

dX = rXdt + σXγdB

���� 	� ∆t → 0

∂rF ∼ ∆t(x∂x − 1)F

	� �� ���� �� ��� ���	� �����	��� �� ��� ��*������ ���� γ > 1/2 �� �	��  ��� ����� ���	���
���	������$ ��� ���� ��� ������� ���	��� ���	������ �� 	���
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